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Otras necesidades de representacion

» ;Como representar?
Numeros muy grandes:  30.556.926.000,
Numeros muy pequenos: 0,0000000000529177

Numeros con decimales: |,58567
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Impacto en IA: cuantizacion

Training speed (3 epochs) Predictive acc. Memory allocated
(test set)

SE\GE I 24 .50 min 92.14% 10.42 GB
Float32 [“aivat iy 89.92% 5.37 GB
Float16 50.08% 2.87 GB
Float16-mixed |44 92.15% 4.31GB
Bfloat16-mixed | /huly 92.61% 4.46 GB
Bfloat16 92.69% 2.87 GB

0 6.5 13 19.5 26

Training speed in minutes

https://lightning.ai/pages/community/tutorial/accelerating-large-language-models-with-mixed-precision-techniques/
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Importancia de la representacion

Ejemplo de fallo...

» Explosion del Ariane 5 (primer viaje)

5

Enviado por ESA en junio de 1996

Coste del desarrollo:
10 anos y 7000 millones de ddlares

Exploto 40 segundos después de despegar,
a 3700 metros de altura.

Fallo debido a la perdida total de la informacion de altitud:

El software del sistema de referencia inercial realizo la
conversion de un valor real en coma flotante de 64 bits a un
valor entero de |6 bits. El niumero a almacenar era mayor de
32767 (el mayor entero con signo de |6 bits) y se produjo un
fallo de conversion y una excepcion.

ARCOS @ UC3M
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Coma fija
[racionales]

» Se fija la posicion de la coma binaria

Potencias negativas y se utilizan los pesos asociados a las
posiciones decimales

i | 2
0 | 1.0 1 » Ejemplo de representacion con 6 bits:
1| 05 1/2
2 | 025 1/4 XX.
3 | 0125 1/8 Yy
4 | 0.0625 116 / f N\ '\\
5 | 003125 1/32 207 21 52 i
6 | 0.015625
7 | 0.0078125
8 | 0.00390625
9 | 0.001953125
10 | 0.0009765625
11
7 ARCOS @ UC3M

Félix Garcia-Carballeira, Alejandro Calderdn Mateos



Coma fija
[racionales]

» Se fija la posicion de la coma binaria
Potencias negativas y se utilizan los pesos asociados a las
posiciones decimales

i | 2

0 | 1.0 1 » Ejemplo de representacion con 6 bits:
1| 05 1/2

2 | 025 1/4 XX.

3 | 0.125 1/8 j YYJY

4 | 0.0625 116 / AN '\\
5 | 0.03125 1/32 200 21 52 Ha3

6 | 0.015625

7 | 0.0078125

8 | 0.00390625 » Ejemplo de numero:

9 | 0.001953125 A~

1| ..

» El rango seria en este caso:
[0 a 3.9375 (casi 4)]
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Notacion cientifica decimal

T

mantisa base exponente

» Cada numero lleva asociado una mantisa y un xponente
» Se adapta el numero al orden de magnitud del valor a
representar, trasladando la coma decimal mediante el exponente

» Notacion cientifica decimal usada: forma normalizada

Solo un digito distinto de 0 a la izquierda del punto
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Notacion cientifica en binario

coma binaria

TN

mantisa base exponente

» En binario la base es 2

» Forma normalizada: un | a la izq. de la coma (solo un digito)
Normalizada 1.0001 x 2°
No normalizadas: 0.0011 x 2%, 10.0 x 2-'°
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Estandar IEEE 754-2008
[racionales]

1 0010...0101 00010...001
| \ /

sigho exponente mantisa

» Estandar para coma flotante usado en la mayoria de los ordenadores.

» Diferentes formatos:
Precision simple: 32 bits (signo: |, exponente: 8 y mantisa: 23)
Doble precision: 64 bits (signo: |, exponente: | | y mantisa: 52)
Cuadruple precision: 128 bits (signo: |, exponente: |5 y mantisa: | 12)
Octuple precision: 256 bits (signo: |, exponente: |9 y mantisa: 237)

» Caracteristicas (salvo casos especiales):
Exponente: en exceso con sesgo 2 Num_bits_exponente - | _|
Mantisa: signo-magnitud, normalizada, con bit implicito
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Estandar IEEE 754-2008
[racionales]

» Normalizacion
Para normalizar la mantisa se ajusta el exponente
para que el bit mas significativo de la mantisa sea |

Ejemplo: 100100000000000000000000 x 23 (ya esta normalizado)
Ejemplo: €66100000000010101 x23 (no lo estd)
100000000010101000 x 2° (ahora si)

» Bit implicito
Una vez normalizado, dado que el bit mas significativo es |,
no se almacena para dejar espacio para un bit mas

(aumenta la precision)
» Asi se puede representar mantisas con un bit mas

» Caracteristicas (salvo casos especiales):
Exponente: en exceso con sesgo 2 "um._bits_exponente - | _|
Mantisa: sigho-magnitud, normalizada, con bit implicito
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Estandar IEEE 754 de precision simple
[racionales]

bits o | 8 9 3
S E M

S es el signo (I bit)
E es el exponente (8 bits)
M es la mantisa (23 bits)

» El valor se calcula con la siguiente expresion (salvo casos especiales):
N=(-I1)Sx2E127x | M

donde:
S = 0 indica numero positivo, S =| indica numero negativo
0 < E <255 (E=0 y E=255 indican casos especiales)
00000000000000000000000 <M < I ILLITTIEETIREETTTILTTLY
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Estandar IEEE 754 de precision simple
[racionales]

» Existencia de casos especiales:

15

(-1)s * 0.mantisa * 2-126

Exponente Mantisa Valor especial
0 (0000 0000) 0 +/- 0 (segun signo)
0 (0000 0000) No cero Numero NO normalizado
255 (111 TTIT) No cero NaN (0/0,...)
255 (11T 11T 0 +/-infinito (segun signo)
|-254 Cualquiera Numero normalizado

(no especial)

(_ | )s * | mantisa * 7 exponente-127

ARCOS @ UC3M
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Ejemplos (incluyen casos especiales)

S E M N

| | 00000000 | 00000000000000000000000 (-0 (Excepcion 0) E=0y M=0

| {OLI11111]00000000000000000000000 |-2°x 1.0, = -1

0 | 10000001 | 1 1100000000000000000000 |+2% x |.111,=+22 x (20+2-'+2-242-3) = +7.5
O |l |00000000000000000000000 | o (Excepcion o) E=255y M=0

O |l | 1o000000000000000000001 [NaN (Not a Number) E=255y M=0
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Ejercicio

Calcular el valor correspondiente al numero
0 10000011 11000000000000000000000
dado en coma flotante segun norma 754 de simple precision
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Ejercicio (solucion)

Calcular el valor correspondiente al numero
0 10000011 11000000000000000000000
dado en coma flotante segun norma 754 de simple precision

Bit de signo: 0 = (-1)% = +I
Exponente: 10000011, = 131,,=E-127=131-127=4
Mantisa: | 1000000000000000000000 = | x 2-' + | x 2-2= 0,75

Por tanto, el valor decimal del n®es +| x 24 x |,75 = +28
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Ejercicio

Expresar segun norma IEEE 754 de simple precision el n® -9
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Ejercicio (solucion)

Expresar segun norma IEEE 754 de simple precision el n® -9

-9,0=-1001,=-1001, x 2°=-1,001, x 23 (mantisa normalizada)
Bit de signo: negativo =) S=|

Exponente: 3+127 (exceso) = 130 = 10000010
Mantisa: 1,001 (bit impl.) =) 00100000000000000000000

Por tanto -9 = | 10000010 00100000000000000000000
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Estandar IEEE 754 de precision simple
[racionales]

» Rango de magnitudes representables (sin considerar el signo):

Menor normalizado:
2 1127 1.00000000000000000000000,

Mayor normalizado:
22%27 5 L LVEEEEEEEEEER Rty

Menor no normalizado:
2 -126 x 0.00000000000000000000001,

Mayor no normalizado:

2 26 O PP ErEr e e,
(-1)* * 0.mantisa * 2-126
Exponente Mantisa | Valor especial
0 #0 No normalizado
1-254 cualquiera | normalizado
(_ l )s * | .mantisa * 7 exponente- |27
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Estandar IEEE 754 de precision simple
[racionales]

» Rango de magnitudes representables (sin considerar el signo):

Menor normalizado:
2 1127 1.00000000000000000000000, = 2-126

Mayor normalizado:
224275 LLTEVEREEEEEETETERERTET T, = 2127 % (2 - 223) = 2128 (I - 2°%%)

Menor no normalizado:
2 -126 x 0.00000000000000000000001, = 2-149

Mayor no normalizado:
20 2 O EEEEETETERERTErErEren, =2-126 x (1 - 2-33)

Truco:
1.1111117111711171111711171111, = X
+ 0.00000000000000000000001, = 2-23

10.00000000000000000000000, = 2
X =2 - 22
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Estandar IEEE 754 de precision simple
[racionales]

» Rango de magnitudes representables (sin considerar el signo):

Menor normalizado:
2 1127 1.00000000000000000000000, = 2-126

Mayor normalizado:
224275 LLTEVEREEEEEETETERERTET T, = 2127 % (2 - 223) = 2128 (I - 2°%%)

Menor no normalizado:
2 -126 x 0.00000000000000000000001, = 2-149

Mayor no normalizado:
20 2 O EEEEETETERERTErErEren, =2-126 x (1 - 2-33)

Desbordamiento  Desbordamiento
a cero negativo  a cero positivo

Desbordamiento Numeros negativos Numeros positivos  Desbordamiento
negativo normalizados normalizados positivo
A A Cero A A
' Y Y N\
| | | Recta
< ) 1 ) 4 , > Real
- (1 -224) % 2128 - 2-126 0 2-126 (1 - 224) * 2128
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Ejercicio

» ;Cuantos numeros de floats (coma flotante de simple
precision) hay entre el | y el 2 (no incluido)?

» ;Cuantos numeros de floats (coma flotante de simple
precision) hay entre el 2 y el 3 (no incluido)?
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Ejercicio (solucion)

» ;Cuantos numeros de floats (coma flotante de simple
precision) hay entre el | y el 2 (no incluido)?
| = 1,00000000000000000000000 x 2°
2 = 1,00000000000000000000000 x 2!

Entre | y 2 hay 223 nimeros

» ;Cuantos numeros de floats (coma flotante de simple
precision) hay entre el 2 y el 3 (no incluido)?
2 = 1,00000000000000000000000 x 2!
3 =1,10000000000000000000000 x 2!

Entre 2 y 3 hay 222 nimeros
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Numeros representables

» Resolucion variable:
Mas denso cerca de cero, menos hacia el infinito

L
'Y
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Numeros representables

Enteros representables

A
r N\
| | | Recta
< >
=231 0 2-31_1 Real
(a) Enteros en complemento a dos
Desbordamiento Desbordamiento
a cero negativo  a cero positivo
Desbordamiento ~ Numeros negativos Numeros positivos Desbordamiento
negativo normalizados normalizados positivo
A A Cero A A
4 ' Y N\
| Rect
< | | | | | y Recta
_ (1 _ 224) * 128 -0.5%2127 0.5 * 2127 (1 . 224) * 128 Real
(b) Numeros en coma flotante
27 www.math.unipd.it/~frossi/cap9-2.pdf ARCOS @ UC3M
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Ejemplo 1

imprecision
0,49|O OLTITIOI J10011001100110011001101
3.9999998 x 101
0,19|0 Ol111011 [10011001100110011001100

28

¥

9.9999994 x 102
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Ejemplo 2
imprecision

» ;Como realiza C una division!?

t2.c

#include <stdio.h>

int main ()

{

float a ;

a=3.07.0;

if (@ == 3.0/7.0)
printf("lgual\n") ;

else printf("No Igual\n") ;

return (0) ;
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Ejemplo 2
imprecision

» ;Como realiza C una division!?

t2.c
#include <stdio.h>
(e $ gcc -0 t2 t2.c
float a ; $ ./t2
a=3.0/7.0; No Igual

if (@ == 3.0/7.0)

printf("lgual\n") ;
else printf("No Igual\n") ;
return (0) ;
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Ejemplo 2
imprecision

» ;Como realiza C una division!?

t2.c
#include <stdio.h>
(e $ gcc -0 t2 t2.c
float a ; $ ./t2
float a=3.0/7.0: double NO Igual

it (a == 3.0/7.0)

printf("lgual\n") ;
else printf("No Igual\n") ;
return (0) ;
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Ejemplo 3
imprecision

» La propiedad asociativa no siempre se cumple
;at(b+tc)=(@+b)+c!?

tl.c

#include <stdio.h>

int main ()

{

float x, vy, z;

x =10e30; y=-10e30; z=1;
printf("(x+y)+z = %f\n",(x+y)+z) ;
printf("x+(y+z) = %f\n" x+(y+2)) ;

return (0) ;
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Ejemplo 3

imprecision

» La propiedad asociativa no siempre se cumple
;at(b+tc)=(@+b)+c!?

33

#include <stdio.h>

tl.c

int main ()

{

float x, vy, z;

x =10e30; y=-10e30; z=1;
printf("(x+y)+z = %f\n",(x+y)+z) ;
printf("x+(y+z) = %f\n" x+(y+2)) ;

return (0) ;

$gcc-otltl.c

$ ./t

(x+y)+z = 1.000000
x+(y+z) = 0.000000

ARCOS @ UC3M
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Ejemplo
Conversion int —» float > int

1f (1 == (int) ((float) 1))

printf ("true");

» No siempre es cierto

» Muchos valores enteros grandes no tienen una
representacion exacta en coma flotante

» ;Queé ocurre con double!?

34 ARCOS @ UC3M
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Ejemplo

» El nUmero 133000405 en binario es:
[1TTTTIOITOIOITOIT0011010I01 (27 bits)

» LITTT1I0OIT010110110011010101 x 2°

» Se normaliza
,1ITTTTIOI10I0II0IT0011010101 x 226
S = 0 (positivo)
e=26—> E=26+127=153
M=I1I111011010110110011010 (se pierden los 3 ultimos
bits)

» El nUmero realmente almacenado es
I, IT111011010110110011010 x 226 =
ITTTTTOI10I0I10110011010 x 23 = 133000400
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Ejemplo
Conversion float > int —» float

1f (£ == (float) ((1nt) £)) {

printf ("true");

» No siempre es cierto

» Los numeros con decimales no tienen representacion
entera
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Redondeo

» El redondeo elimina cifras menos significativas de un
numero para obtener un valor aproximado.

» Tipos de redondeo:

Redondeo hacia + «
Redondeo “hacia arriba”: 2.001 — 3, -2.001 — -2

Redondeo hacia - «
Redondea “hacia abajo™: 1.999 — I, -1.999 — -2

Truncar
Descarta los ultimos bits: 1.299 —> 1.2

Redondeo al mas cercano
24 >2, 26 —>3, -14—> -1
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Redondeo

» El redondeo supone ir perdiendo precision.

» El redondeo ocurre:

Al pasar a una representacion con menos representables:
Ej.: Un valor de doble a simple precision

Ej.: Un valor en coma flotante a entero

Al realizar operaciones aritméticas:

Ej.: Después de sumar dos numeros en coma flotante
(al usar digitos de guarda)

38 ARCOS @ UC3M
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Digitos de guarda

» Se utilizan digitos de guarda para mejorar la precision:
internamente se usan digitos adicionales para operar.

» Ejemplo: 2,65 x 10° + 2.34 x 102

SIN digitos de guarda | CON digitos de guarda
| .- igualar 0,02 x 102 0,0265 x 102
exponentes | + 2,34 x 10?2 +2,3400 x 102
2.- sumar 2,36 x 102 2,3665 x 102
3.- redondear 2,36 x 102 2,37 x 102
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Operaciones en coma flotante

» Sumar

» Restar
Comprobar valores cero.
lgualar exponentes (desplazar numero menor a la derecha).
Sumar/restar las mantisas.
Normalizar el resultado.

» Multiplicar
» Dividir
Comprobar valores cero.
Sumar/restar exponentes.
Multiplicar/dividir mantisas (teniendo en cuenta el signo).
Normalizar el resultado.
Redondear el resultado.

40 ARCOS @ UC3M
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Suma y resta: Z=X+Yy Z=X-Y

ey Nom No

Sl Sl l \ 4
M 1. Comprobar exponentes: desplazar el nimero
[ zZ=Y ] [ Z=X ] menor a la derecha hasta igualar exponentes

[ Fin ]4— 2. Sumar mantisas

>

3. Normalizar la suma

(Desbord.

a_desbord. a cero? Excepcion ]

4. Redondear
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Multiplicacion: Z=X*Y

No No
Sumar
[ MULTIPLICAR @ @ exponentes
Si |
Si v
Z< 0

Restar sesgo

[ RETORNAR ] iDesborda- Si
miento en —! Indicar
exponente! el
miento
(Desbordamiento a Si Indicar
cero en exponente? —> desborda-

miento a cero

Nol

Multiplicar
mantisas

\4

Normalizar
l v

Redondear —>[ RETORNAR ]4—
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Division: Z=X/Y

No No
DIVIDIR Restar
eXPOnenteS

Si S

v

< 0 Z< o Sumar sesgo

1

[ RETORNAR ],7 iDesborda- Si
miento en —! Indicar
exponente! el
miento
(Desbordamiento a Si Indicar
cero en exponente? —> desborda-

miento a cero

Nol

Dividir
mantisas

\4

Normalizar
l v

Redondear —>[ RETORNAR ]4—
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Ejercicio

» Usando el formato |IEEE 754,
sumar 7,5y |,5 paso a paso
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Solucion (sin IEEE 754)
Pasar a binario
n 7,5 + 1,5 =

k") 2 *70 = ualar
2y LET2% + |, 172 / engonLntes
3 LIT1%22 + 0,01 1%22 =
4y 10,010%22 = | Sumar

50 1,0010%23 —

Ajustar
exponentes
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Solucion

» Representacion de los numeros

7,520 10000001 11100000000000000000000

T 1,50 01111111 10000000000000000000000
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Solucion

» Se separa exponentes/mantisas y se anade el bit implicito

47

10000001

|.11100000000000000000000

01111111

|.10000000000000000000000

ARCOS @ UC3M
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Solucion

» lgualar exponentes

48

10000001

|.11100000000000000000000

01111111

|.10000000000000000000000

ARCOS @ UC3M
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Solucion

» lgualar exponentes

49

10000001 | 1.11100000000000000000000
+1 >$
91111111 | 1.10000000000000000000000

ARCOS @ UC3M
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Solucion

» lgualar exponentes

7,5 9| 0 (10000001 |1.11100000000000000000000
+1 >$
T 1,5 9| 0 [ 10000000 |0.11000000000000000000000
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Solucion

» lgualar exponentes

7,5 9| 0 (10000001 |1.11100000000000000000000
+1 >$

1,5 9| 0 [ 10000001 |0.01100000000000000000000
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Solucion

» Sumar mantisas

52

10000001

|.11100000000000000000000

10000001

0.01100000000000000000000

ARCOS @ UC3M
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Solucion

» Normalizar el resultado

53

7,5 9| 0 (10000001 |1.11100000000000000000000
1,5 9| 0 [ 10000001 |0.01100000000000000000000
v
9 9| 0 (10000001 |10.01000000000000000000000

Se produce un acarreo, mantisa no
normalizada

ARCOS @ UC3M
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Solucion

» Normalizar el resultado

54

7,5 9| 0 (10000001 |1.11100000000000000000000
1,5 9| 0 [ 10000001 |0.01100000000000000000000
+1 1
< >
9 9| 0 [ 10000001 |10.0/000000000000000000000

ARCOS @ UC3M
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Solucion

55

7,5 9| 0 (10000001 |1.11100000000000000000000
1,5 9| 0 [ 10000001 |0.01100000000000000000000
9 9| 0 [ 10000010 | 1.00100000000000000000000

ARCOS @ UC3M
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Solucion

» Se almacena el resultado eliminando el bit implicito

9> 0 10000010 00100000000000000000000
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Ejercicio

» Usando el formato |IEEE 754,
multiplicar 7,5 y 1,5 paso a paso
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Solucion

» Representacion de los numeros

9-> 0 10000010 00100000000000000000000

7,5-> 0 1eeeeeel 11100000000000000000000
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Solucion

» Se separan exponentes Yy mantisas y se anade bit implicito

7,5 9| 0 (10000001 |1.11100000000000000000000

X L5 9|O 91111111 | 1.10000000000000000000000

Se anade el bit implicito para operar
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Solucion

» Multiplicar: sumar exponentes y multiplicar mantisas

7,5 9| 0 (10000001 |1.11100000000000000000000

X L5 9|O 91111111 | 1.10000000000000000000000

+ X
0 | 100000000 | 10.11010000000000000000000

60 ARCOS @ UC3M

Félix Garcia-Carballeira, Alejandro Calderdn Mateos



Solucion

» Multiplicar: quitar el sesgo al exponente (hay dos)

X

61

7,5 9|0 10000001 | 1.11100000000000000000000
1,5 9|0 91111111 | 1.10000000000000000000000
0 | 100000000 | 10.11010000000000000000000

- 91111111
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Solucion

» Multiplicar: normalizar el resultado

7,5 9| 0 (10000001 |1.11100000000000000000000

X L5 9|O 91111111 | 1.10000000000000000000000

+1 1
<€

11,25 |0 | 10000001 I%.IIOIOOOOOOOOOOOOOOOOOOO
L]
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Solucion

» Resultado normalizado...

7,5 9| 0 (10000001 |1.11100000000000000000000
X L5 9| 0901111111 | 1.10000000000000000000000
11,25 |0 |10000010 |1.011010000000000000000000
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Solucion

» Se almacena el resultado eliminando el bit implicito

11,25 0 10000010 011010000000000000000000
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Evolucion de IE.

E 754

]

1985 — IEEE 754

2008 — |[EEE 754-2008 (754+854)

2019 — IEEE 754-2019 (aclaraciones y arreglos)

2029 — IEEE 754-2029 (prevision inicial, en desarrollo)

Name

binary 16
binary32

binary64
binary |28

binary256

decimal32
decimalé64

decimal |28

65

Significand Exp. Decimal Exponent

Common name Base bits/digits bits E max  bias[14]
Half precision 2 I 5 451 24—1 =15
Single precision 2 24 8 38.23 27—1 =127
Double precision 2 53 I 307.95 210—1 = 1023
Quadruple precision 2 13 I5 4931.77 214—1 = 16383
Octuple precision 2 237 19 78913.2 218-1 =
262143

10 7 758 96 101

10 6 9.58 384 398

10 34 13.58 6144 6176

http://en.wikipedia.org/wiki/IEEE floating point

Félix Garcia-Carballeira,

E min E max

—14 +15
—126 +127
—1022 +1023
—16382  +16383

—262142 +262143

—95 +96
—383 +384
—6143 +6144

ARCOS @ UC3M

Alejandro Calderén Mateos


https://en.wikipedia.org/wiki/IEEE_754#cite_note-DAE-16
https://en.wikipedia.org/wiki/Half-precision_floating-point_format
https://en.wikipedia.org/wiki/Single-precision_floating-point_format
https://en.wikipedia.org/wiki/Double-precision_floating-point_format
https://en.wikipedia.org/wiki/Quadruple-precision_floating-point_format
https://en.wikipedia.org/wiki/Octuple-precision_floating-point_format
https://en.wikipedia.org/wiki/Decimal32_floating-point_format
https://en.wikipedia.org/wiki/Decimal64_floating-point_format
https://en.wikipedia.org/wiki/Decimal128_floating-point_format

Evolucion para IA

» 2008 — IEEE 754-2008 (binary | 6)
> ...

» 2019 — bfloatl 6 (brain floating point)

|IEEE half-precision 16-bit float
sign exponent (5 bit) fraction (10 bit)

o/0/1/1,0/0|j0|1|0|0 0|00 /0[0[0

15 14 10 9 0
bfloat16
sign exponent (8 bit) fraction (7 bit)

| I 1 I 1
ojoj1/,1(1/1|1j0(0 @/ 10|0|0|0(0
15 14 7 6 0

Nvidia's TensorFloat-32 (19 bits)
sign exponent (8 bit) fraction (10 bit)

o/fo/j1/1/1(1|j1|j0,0}0, 1,000 [0[|0 |0 O

18 17 10 9

Training speed (3 epochs) Predictive acc.
(test set)
Float64 92.14%
Float32 89.92%
Float16 [FEENT 50.08%
Float16-mixed 92.15%
Bfioat16-mixed 92.61%
Bfloat16 92.69%

0 6.5 13 19.5 26

Training speed in minutes

https://lightning.ai/pages/community/tutorial/accelerating-large-1 odels-with-mixed-precisi:

Memory allocated

10.42 GB
5.37 GB
2.87GB
4.31 GB
4.46 GB
2.87GB
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